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第1章 基礎工学 

１．接頭語 
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３． 指数と対数 

指数と対数は表と裏で計算効率を良くするために考えられたも

の． 

 

３－１． 指数 

いま，次のような式がある． 

 

2×2×2×2×2×2×2×2×2×2×2×2×2×2×2×2×2×2×

2×2×2×2×2×2×2． 

 

この式，2 の掛け算だとは分かりますが，一見ではいったい ２ 

を何回掛けているのか分からない． 

こんなとき２を３回掛けたものは
32 ，２を 10 回掛けたものは

102 と表す． ちなみに上式は
252 と表わせば書くのも効率的で

一目瞭然である． 

 

（１） 指数 

ある数aをn回 掛けた数を 
na  と書き，“ a の n乗(累乗) ”と

いい， “ n を指数 ”という．“ a を底 ”という． 

 
(例) 2×2×2 ＝ 23 = 8     5×5×5×5×5 = 55 = 3125  

 

（２） 累乗根 

ｎ乗するとaになる数を n a  で表わし，平方根・立方根・ｎ 乗根な

どはまとめてaの累乗根という． 

(例) 
n naa    3 1255   

 

（３） 分数の指数 

分数の指数は次のようになる． 
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（４） 0と負の指数 

0と負の指数は次のようになる． 
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（５） 指数法則(a,b≠0任意実数，m,n任意整数) 
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☞ 自然対数の底 ｅ の指数 

   x
x

e
e 1
 �  

   yxyx eee � �  

   10  e ， f fe ， 01
  

f
f�

e
e  

マクローリン展開より 

718.2
!

1
!3

1
!2

1
!1

11)11(lim #����� � 
fo nn

e n
n

L  

x
e
xxe 10

10

10 log3026.2
log
loglog �# 

xxx e
e

e log4343.0
10log

loglog10 �#  

1024：Y(ﾖﾀ) 10－3：ｍ(ﾐﾘ) 

1021：Z(ｾﾞﾀ) 10－6：μ(ﾐｸﾛ) 

1018：E(ｲｸｻ) 10－9：n(ﾅﾉ) 

1015：P(ﾍﾟﾀ) 10－12：p(ﾋﾟｺ) 

1012：T(ﾃﾗ) 10－15：f(ﾌｪﾑﾄ) 

109：G(ｷﾞｶﾞ) 10－18：a(ｱﾄ) 

106：M(ﾒｶ )゙ 10－21：ζ(ｾﾞﾌ ﾄ゚) 

103：ｋ(ｷﾛ) 10－24：ν(ﾖｸﾄ) 
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３－２． 対数 

指数計算では２を３乗すれば８で，23=8で表わす．逆に，『２は何

乗すれば８になるか』を求めることを log2 8 = 3 と表わす． 

(例)  log101000 = 3   log216 = 4 

 

真数 

log2 8   =  3  と表わす。 

         底 対数 

 

（１） 01log  a , 1log  aa ． 

指数法則より 10  a , aa  1 であるので 

 

01log  a , 1log  aa  

となる． 

 

（２） MnM a
n

a loglog   

真数に累乗があればlogの前に出す． 

∵ xaM  とすれば xnnxn aaM   )( となる． 

∴ MnxnaM a
xn

a
n

a logloglog     

 

(例題) 27log3 はいくらになるか？   
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（３） BABA aaa loglog)(log � �  

maA  ， naB  とすれば指数法則 nmnm aaaBA � � �  

を利用して 

nmaBA nm
aa �  � �log)(log   

 

また nmBA aa � � loglog  

 

∴ BABA aaa loglog)(log � �  

 

割り算も同様に 
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となる． 

 

（４） 
a
YY

b

b
a log

log
log   底の変換公式 

まず xaY   の両辺に対しb を底とする対数をとる． 

axaY b
x

bb logloglog    

 

ここで Yx alog  なので 

aYaxaY bab
x

bb logloglogloglog u     

 

両辺を ablog  で割れば 

Y
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b log
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(例題) 8log3log 32 �  はいくらになるか？ 

底が異なるので変換公式でそろえる． 

 

【 対数の公式 】 
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４．指数と対数の関係 

  

     指数            対数 

参考   10  a           01log  a  

  ａの０乗はいくつ ⇒１  ａを何乗したら１になるか ⇒

０ 

     aa  1           1log  aa   

参考より 

     D xa         Dax log  … ① 

     E ya         Eay log  … ② 

 

（１） ED � � yx aa  より 

    ED � � yxa  

  ∴ EDED aaa yx logloglog � � �  

 

（２） 
E
D
 y

x

a
a

 より 

    
E
D
 � yxa  

  ∴ ED
E
D

aaa yx logloglog � �  

 

（３） nnxnx aa D  �)(  より 

    DD a
n

a nxn loglog � �  

 

底の変換 

 balog は１と異なる任意の正数Cを底とする対数で表すこと

ができる. 

   xba  log  とおけば bax   

 

   両辺を，Cを底とするで対数とれば 

 

∴ ba c
x

c loglog   

     bax cc loglog   
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５． ベクトル 

５－１． スカラーとベクトル 

スカラー ： 単に大きさのみの物理量 

(長さ・重さ・体積・時間・温度など) 

ベクトル ： 大きさと方向をもつ物理量 

(力・速度・加速度など) 

 

５－２． ベクトルの表わし方 

矢印のついた線分(有向線分といい始点・終点がある)で表わし，

大きさは線分の長さ向きは矢印の方向で表わす． 

文字では  
o

OA ,  a
r
,  a(数学・物理), a& (電気) で表わす． 

大きさは正負に関係なく，絶対値をとって       aa 

aaOA &
r

,,
o

などと表わす．             

 

５－３． ベクトルの分解 

 

 

 

 

 

 

 

三次元ベクトルは ｘ，y，ｚ軸方向の成分に分解できる．ベクトル

の ｘ，y，ｚ成分は式①で示すように、それぞれの方向の単位ベク

トル i , j , k とその方向への大きさ Ax , Ay , Az でもって表すことが

できる． 

 

A = Axi + Ayj +Azk  …… ① 

 

５－４． 内積と外積 

 二つのベクトルの積には式②のように，ドット（・）で示す内積と×

で示す外積がある． 

 

 内積 

 A・B ＝ AB cosθ ＝ AxBx + AyBy + AzBz 

       内積の結果は ⇒ スカラー量 

  

 外積 

 A×B ＝ －B×A ＝ AB sinθn  

    θ： 二つのベクトル間の角度 

     n ： 二つのベクトルA，Bに対して互いに垂直な単位ベクト

ル 

 

 

 

 

６． 三角関数と波 

三角関数を復習し、電気・電子工学における波の表し方について学

ぶ。 

 

６－１． 三角関数の拡張 

  三角形の角度を斜辺分の底辺・斜辺分の高さ・底辺分の高さで表

していたら 90゜までしか表せない．そこで斜辺を ｒ ，底辺を x ，高さ

を yと新しく定義し，半径 r の円の原点 ０ を中心とした x軸 ・ y軸 

のグラフで考える．また動径 OP が円弧と交わる点を( x, y )で表わす．

さらに ｘ-ｙ 平面グラフには下の図のように第１～４象限を定義する．

角度の測り方に関しては ｘ 軸正方向を ０ として反時計回りに角度

を測る． 

 

座標を利用して 

x
y

r
x

r
y

   TTT tan,cos,sin で 表 現 す れ ば

qoq 3600  まで表現できる． 
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６－２． 単位円（斜辺が１の三角関数） 

半径１の円を，原点０を中心としたx軸・y軸のグラフで考え動径

OPが円弧と交わる点を( x, y )で表わす．ピタゴラスの定理により，

半径の二乗は x軸と y軸の二乗和の平方根，つまり以下のように

なる． 

  
� � 22

2
2221 yxyx � � 

 

 

 

 

 

 

 

TT 22 sincos1 �   

  TTTT 2222 sin1coscos1sin � �  

 

６－３． ラジアン [rad] とオメガ [ω]  

三角関数は円（回転）運動の分析にも使われる．運動を解析す

る際には，運動の距離を知る必要がある．ところが度数で示される

角度は，距離とは直接関係がない．そこで，また半径 1 の円を基

準に考え，半径1の扇形の角度をその円弧の長さで表わした単位

が １ラジアン[rad] となる．したがって，360°は円周の長さである

2π となる．半径 ｒ [m] の円周は2πr [m]，面積はπr2 [m2] とな

る．また円の周回数(周波数)を f として 2πf を 角周波数 また

は 角速度[ω] と呼ぶ． 

 周波数は，単位時間当たりの回転数なので，これに1回転あたり

の距離 ２π を掛けることにより 距離/時間 という速度のディメン

ジョンになり，これを角周波数または角速度といい ω で表す． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   
fSZ 2 
[rad/sec] 

今度は ω に時間を掛けたら回転距離 rad になる． 

   
tft SZ 2 
[rad]  

要点 

・ radは距離と角度を同時に表す． 

・ ωは角速度で単位時間に何回転しているかを表し，時間を掛け

たらradになる． 

６－４． 等速円運動と正弦波 

 等速円運動を横から眺めると、図のように周期的な波となる．角速

度 � �fSZ 2 で回転している単位円周上に任意の点 � �yxP ,1 をとる

と， 

   tOPP ZT   � 01 [rad]   ty ZT sinsin1  u  

 そこで，横軸にθまたはｔを変数としてｙの値をプロットしていくと， 

   ty ZT sinsin    

の曲線(波)が描かれる． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

６－５． 正弦波と余弦波 

 正弦波と余弦波は同じ形をしているが互いに位置がずれている．こ

の波には 振幅，周波数，位相 という３つの基本的性質がある． 

 振幅はピークの高さであり波の大きさを示し，周波数（Hz）は波がい

かに速く時間とともに変化するかを示し，そして位相は周期的な変化

においてその中のどこに位置しているかを示している． 

 

   余弦波 

 

 

 

 

 

 

                       周期 

 

        振幅 

                                       正弦波 

 

                

位相 
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周波数� �f と周期� �T ，および角速度� �Z の関係 
 

   Tf /1 [回転]  fT /1 [sec]  fSZ 2  

 ∴ T/2SZ  [rad/sec] 
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７． 指数関数 

 指数関数は e ( 2.718 … ) を底としている．式の表示としては 

xe  または exp (x) として表す．ここで ｘ はべき指数である． 

指数関数は自然対数（ln）の逆関数であり， 

xey   ならば xy  ln  である． 

 

７－１． 指数関数の一般的性質 
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７－２． 自然現象式 

放射線の崩壊やX線の減弱式． 

teAA O� 0  

MRIの緩和現象式． 
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地震の振動． 

tetAA OZ r�� sin0   

 

７－３． X線減弱式の意味 (指数の掛け算は足し算) 

物質を次々に透過する X線の強度は最終的に出てくるときには，

指数部分(それぞれの物質の厚み及び減弱係数)の積の和となる． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

８． 複素数とガウス平面 

８－１． 複素平面 (ガウス平面) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

複素数 ＝ 複素平面状の１点と原点を結ぶベクトル 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

８－２． ベクトルの大きさ(絶対値)と偏角 

 

絶対値 ： 22 BAZ �  

偏角 ： )(tan 1 ABZ � � �  

 

 

８－３． 複素数の表し方 
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第２章  フーリエ変換 

序論  フーリエ変換とは 

・ 空間周波数は単位長さに存在する波の数。 [ cycles/mm ] 

・ 周期を持つ波（周期関数）はフーリエ級数で表せる。 

・ 一般関数はフーリエ逆変換で表される。 

・ 方形パルスのフーリエ変換はシンク関数となる。 

・ 線形システムの出力は、入力とインパルス応答の畳み込み積

分で表される。 

・ デジタル画像は周波数成分（スペクトル）分布を求めることが

できる。 

 

フーリエ変換を学ぶための数学と物理 

・ 三角関数（sin, cos） 

・ 微分（瞬間の変化率を求める ： 速度、加速度） 

・ 積分（関数の積和 ： 面積を求める） 

・ ベクトルを考える複素数 

・ 微分や積分における自然対数の底 

・ 三角関数とベクトルを結びつけるオイラーの公式 

ejθ=cosθ+ｊ sinθ 

 

信号 

 様々な周波数の波が合成されて出力されたもので、周波数ごと

に振幅と位相をもつ振動ベクトル。 

 

周波数 frequency 

① 周波数 [ cycles/sec, rad/sec ] 

電波や音波、電圧・電流などのように時間的に変動する波。 

② 空間周波数 [ cycle/mm ] 

 空間（画像）上での明暗が変動する縞模様。 

 

フーリエ変換 

周波数ごとに信号の強さ（振幅）と位相を求めることで、実空間

から周波数空間への変換であり、画像であれば位置に対応する

濃度を、周波数に対応する成分に変換することで、画像処理・評

価に利用されている。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

フーリエ変換の手順 （三角関数 ⇒ 複素数） 

 

① 従来のフーリエ級数展開式 

② オイラーの公式に代入してejθに置き換える 

③ ejθ と e-jθ それぞれにまとめる。 

④ 複素数表示 

 

１． フーリエ級数展開とフーリエ変換 P30 

 

関数 

周期関数   ⇒  フーリエ級数 

非周期関数  ⇒  フーリエ変換 

 

濃淡模様画像   フーリエ変換   スペクトル表示 

 空間領域         ⇔      周波数領域 

           フーリエ逆変換 

 

１－１． 周期関数とフーリエ級数 

１） 周期関数 

 図に示すように、一定の周期L（cm）で繰り返しているような関数を

周期関数という。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 距離 ｘ の関数、 ｆ （ｘ） が周期 L を持つ周期関数であれば、次

の関係が成立する。 

 

)()( nLxfxf �  … ① 

ただし、n=1,2,3 …  

 

)()( nTtftf � ：時間関数 

 

 図で示す余弦関数（cos）は最も基本的な周期関数であり、次式で

示される。 

 

    )2cos()2cos()( uxx
L

xf SS
   … ② 

    u：空間周波数 [cycles/cm] 

 

    )2cos()2cos()( tft
T

tf SS
   ｆ ：周波数 
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cos)(2

1

T
n

T
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dttntf
T

b

dttntf
T

a

dttf
T

a

Z

Z

 u とLの関係は 

L
u 1
  … ③      

T
f 1
  

 

 角周波数 [rad/cm] で表せば  

 

    )cos()( xxf Z  … ④   )cos()( ttf Z  

 

 各周波数、周期、空間周波数との関係 

 

   u
L

SSZ 22
   … ⑤    f

T
SSZ 22

   

 

２） 周期関数のフーリエ級数展開 

 周期が L である任意の周期関数 ｆ（ｘ） は、三角関数の級数で

表現できる。 

 

   ^ `¦
f

 

�� 
1

00
0 )sin()cos(

2
)(

n
nn xnbxnaaxf ZZ  … ⑥ 

 

 ここで、 L/20 SZ  であり、 

フーリエ係数（振幅） nn ba ,  （n=0,1,2,3…）は 

   ³� 
2/

2/
0 )cos()(2 L

L
n dxxnxf

L
a Z  … ⑦ 

 

³� 
2/

2/
0 )sin()(2 L

L
n dxxnxf

L
b Z  … ⑧ 

     

2/0a  ： 直流成分（定在波） 

 

    )sin(),cos( 00 xx ZZ  ： 基本波 

 

    )sin(),cos( 00 xnxn ZZ  ： 第ｎ次高調波 

 

３） フーリエ級数（波の分解式） 

周期波(ひずみ波・三角波・方形波・・・)は定在波と様々な正弦

波・余弦波に分解できます.・周期波は周波数の異なった波の集

合． 

 

 

 

 

 

 

 

 ここで，振幅を表す級数 nno baa ,, は，次のような積分式で計算

できる． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

① 複雑な波の一周期分を積分するとcos波とsin波は面積が相殺

されて０となり定在波の面積 a0（定在波の振幅）×T（波の周

期）のみが残る． 

② cos波とsin波はそれぞれの単位波（振幅が１）をかけることでそ

の部分（同じ周期）のみが残り，an, bnが計算できる． 

 

 

☞ 0a と
2
0a
の違い． 

 フーリエ変換式の中で 0a だけが仲間はずれなのはなぜか？ 

 

na の仲間なのに， na の場合の 

   ³ � 
T

n dttntf
T

a
0

cos)(2 Z  

とは異なり 

   ³ 
T

dttf
T

a
0

0 )(1
 

となっている． 

 

0a も na の仲間と考え， 

   dttntf
T

a
T

n ³ � 
0

cos)(2 Z  

のフーリエ展開式の中に入れて計算すると 0a ではなく「2 0a 」が求

まる． 

 

0a の頭には
T
1
が付いているけれど， na の頭には

T
2
が付いてい

る． 

 

元々， 

)coscos()1sin1cos(
2

)( 11
0 tnbtnatbtaatf nn ZZZZ ����� L

の 0a を求める 

 

と決めておけば na の式を用いて
2
0a
で 0a が求まる． 
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４） 複素フーリエ級数 

 
複素数の表現 
 
   jbaZ �  i : 虚数単位 i2= -1 … ⑨ 
   
共役複素数 
 

   jbaZ � *  … ⑩ 

 
オイラーの関係式（三角関数 ⇔ 複素指数関数） 

 

   TTT sincos je j �  … ⑪ 

   TTT sincos je j � �  … ⑫ 

 
  ①＋② より 

   
2

cos
TT

T
jj ee ��

  … ⑬ 

 
  ① – ② より 

   
j
ee jj

2
sin

TT
T

��
  … ⑭ 

 
 フーリエ級数の式⑥の右辺を複素指数関数で表現すれば 
 

¦
f

 

��

°¿

°
¾
½

°̄
°
®
­ �

�
�

� 
1

0
222

)(
n

xinxin

n

xinxin

n i
eebeeaaxf
ZZZZ

 

¦
f

 

�

¿
¾
½

¯
®
­ ���� 

1

0 )(
2
1)(

2
1

2
n

xin
nn

xin
nn eibaeibaa ZZ … ⑮ 

 
ここで、複素指数関数の係数を複素フーリエ係数といい 
 

   
2
0

0
aC   … ⑯ 

   
2

nn
n

ibaC �
  … ⑰ 

   
2

nn
n

ibaC �
 �  … ⑱ 

 
と定義すると「複素フーリエ級数」は式⑮から 
 

   ¦
f

�f 

 
n

xin
neCxf Z)(  … ⑲ 

複素フーリエ係数Cnは 
 

   dxexf
L

C xinL

L
n

Z�

�³ 
2/

2/
)(1

 … ⑳ 

 
で求まる。 
 
６） 複素数の表し方 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

２． フーリエ変換 

 

 周期性という制約を取り払い、一般的な関数にフーリエ級数を拡

張したもの。 

 

   ³
f

f�

� dxexfF xiZZ )()(  ： ｆ（ｘ）のフーリエ変換 

   ³
f

f�
 ZZ
S

Z deFxf xi)(
2
1)(  ： F(ω)の逆フーリエ変換 

  

これらを角周波数ω[rad/cm]ではなく、空間周波数 u[cycles/cm]

で表すと、ω＝２πuであるから 

    

   ³
f

f�

� dxexfuF uxi S2)()(  

   dueuFxf uxi³
f

f�
 S2)()(  

となる。 
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n
n

ax
n

afaxafaxafaxafxf )(
!

)()(
!2

)()(
!1

)()(
!0

)()( 2
2

1
1

0 �������� K

4
4

3
3

2
210)( xaxaxaxaaxf ���� 

３． 関数の展開と近似式 

 

３－１． 関数の展開 

 微分の知識を応用すると複雑な関数を“べき関数”の和として表

現できる．このような操作を“関数の展開”という． 

 

【べき関数】 

ｘ，ｘ2，ｘ3，…xn.    20, 21, ,22, 23,24,…，2n. 

 

１）  テイラー展開の公式 

 関数 )(xf の ax  の近くでの値（近似値）を知りたいことがあ

る．このとき関数 )(xf を 

 

 

 

のように“べき級数”に展開することを、ａ の周りに )(xf をテーラ

ー展開するという． 

n ! : 123)1( ����� Lnn  nから1まで順次掛け算する． 

 

)(af n ：関数 )(xf を繰り返しn 回微分してその結果の式の 

 xのところにa を代入する． 

 例 

   53)( xxf   ならば     53)( aaf   

   41 15)( xxf   だから   41 15)( aaf   

32 60)( xxf   だから  32 60)( aaf   

   ：              ： 

 

∑記号でまとめれば 

 ¦
f

 

� 
0

)(
!

)()(
n

n
n

ax
n

afxf  ただし  0 !  =  1  とする． 

 

 

２） マクローリン展開 

上式において a = 0 とおくと，より実用的な“マクローリン展開”

の公式が得られる. 

 

n
n

x
n

fxfxfxfxf
!

)0(
!2

)0(
!1

)0(
!0

)0()( 2
2

1
1

0 ���� K  

 

∑記号でまとめれば 

 

¦
f

 

 
0

!
)0()(

n

n
n

x
n

fxf  

３－２． マクローリン展開とオイラーの公式 

 

１） マクローリン展開式 

① 二項級数 

関数 4)1()( xxf � を展開すると 432 4641 xxxx ���� になる．

これを 

 

   

 

と書くと 

 

     1,4,6,4,1 43210      aaaaa  

 

これらの係数は次のような導関数の計算から導くことができる． 

4)1()( xxf �     1)0(  f  

31 )1(4)( xxf �    4)0(1  f  

22 )1(34)( xxf ��   34)0(2 � f  

)1(234)(3 xxf ���   234)0(3 �� f   

1234)(4 ��� xf    1234)0(4 ��� f  

 

また 

4
4

3
3

2
210)( xaxaxaxaaxf ����  0)0( af   

3
4

2
321

1 432)( xaxaxaaxf ���  1
1 )0( af   

2
432

2 34232)( xaxaaxf ����  2
2 2)0( af   

xaaxf 43
3 23423)( ����    3

3 23)0( af �  

4
4 234)( axf ��       4

4 234)0( af ��  

 

したがって 

 

1)0(0   fa  

4)0(1
1   fa  

6
2

34
2

)0(2

2  
�

  
fa  

4
23

234
23

)0(3

3  
�
��

 
�

 
fa  

1
234
234

234
)0(4

4  
��
��

 
��

 
fa  
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ここで、１～ｎ までの整数を逐次掛けた積を “ｎ の階乗” とよ

び，記号 n ! で表すと，上の結果は次のように書ける． 

 

4)1()( xxf �  

   4
4

3
3

2
2

1
1

0
!4

)0(
!3

)0(
!2

)0(
!1

)0(
!0

)0( xfxfxfxfxf
����#  

   432
!4

1
!3

4
!2

6
!1

41 xxxx ����#  

   432
24
1

3
2341 xxxx ����#  

 

一般に 

 

LL ������ n
nxaxaxaxaaxf 3

3
2

210)(  

 

と展開されるものとすれば，うえと同様の計算によって 

 

LK ����� n
n

x
n

fxfxfxfxf
!

)0(
!2

)0(
!1

)0(
!0

)0()( 2
2

1
1

0  

 

が得られる． 

 

これをマクローリン展開式またはマクローリン級数という． 

 

関数 xexf  )(  のマクローリン展開すると 

 まず  xexf  )(      1)0( 0   ef  

     xexf  c )(      1)0( 0   c ef  

     xexf  cc )(      1)0( 0   cc ef  

  

同様に 1)0(  nf  

  

ゆえに 

   LL ����� nx x
n

xxe
!

1
!2

1
!1

11 2  

  

Σで表せば 

   ¦
f

 

 
0

!
n

n
x

n
xe  

 となる．  

  

 ☞ 超重要 

 この式で ｘ ＝１ とおくと 

  

718.2
!

1
!3

1
!2

1
!1

11 #������# LL
n

e  

 

「自然対数の底」 の近似値が導かれる． 

 

 

② 三角関数の展開 
関数 xxf sin)(  をマクローリン展開すると 

 

xxf sin)(       0)0(  f   

  xxf cos)(1     1)0(1  f  

  xxf sin)(2 �    0)0(2  f  

  xxf cos)(3 �    1)0(3 � f  

 xxf sin)(4      0)0(4  f  

 

∴ L���
�
��� 5432

!5
1

!4
0

13
1

!2
0

!1
10sin xxxxxx  

∴ L���� 
!7!513

sin
753 xxxxx  

 

関数 xxf cos)(  をマクローリン展開すると. 

L���� 
!6!412

1cos
642 xxxx  
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２）  オイラーの公式 

関数 xexf  )( をマクローリン展開すると. 

 まず 1)0( 0   ef   

   xexf  )(1  より 1)0(1  f  

   xexf  )(2  より 1)0(2  f  

  

 ゆえに 

   LL ����� nx x
n

xxe
!

1
12

1
!1

11 2  

   ¦
f

 

 
0

!
n

n
x

n
xe  

 

ここで，ｘ＝ｊθとおけば 

L������ 
!5
)(

!4
)(

!3
)(

12
)(

!1
1

5432 TTTTTT jjjjje j  

  L������ 
!5!4!312

1
55443322 TTTTT jjjjj  

   L������ 
!5!4!312

1
5432 TTTTT jj  

   ¸
¸
¹

·
¨
¨
©

§
����¸

¸
¹

·
¨
¨
©

§
��� LL

!5!3!4!2
1

5342 TTTTT j  

 

ここで xxf sin)(  ， xxf cos)(  のマクローリン展開より 

 

  TTT sincos je j �  

 

が導出される． 

 

 ☞ 超重要 

この式は，指数関数と三角関数を結びつけたもので，オイラーの

公式という． 

 
 
 
 
 
 
 
 

exの性質 

       微分  xe  ⇔ xe   積分 

axexf  )(  の ｎ 階微分 

axax eaexf �  11 )()(   … 1階微分 

axax eaexf �  222 )()(  … ２階微分 

axax eaexf �  333 )()(  … ３階微分 

    ： 

    ： 

axnnaxn eaexf �  )()(  … ｎ階微分 

 

ｊ を上式の eax にいれる．つまり a = j ． 

jxexf  )(  の ｎ 階微分   axe  ⇒ jxe   a = i 

 

axexf  )(      ⇒  jxexf  )(  

axeaxf � )(1   ⇒  jxejxf � )(  

axeaxf � 22 )(  ⇒  jxjxjx eeejxf � �� � 1)( 2  

axax eaexf �  222 )()(  … ２階微分 

axax eaexf �  333 )()(  … ３階微分 
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【問題１】  2
1

)1(1)( xxxf � �  の近似式を求める． 

 

2
1

)1(1)( xxxf � �       1)01()0( 2
1

 � f  

 

2
11

2
1

)1(
2
1)1()1(

2
1)(

��
� �� c xxxf   

2
1)01(

2
1)0( 2

1

 � c
�

f  

2
31

2
1

)1(
4
1)1()1(

2
1

2
1)(

���
�� ��u� cc xxxf  

4
1)01(

4
1)0( 2

3

� �� cc
�

f  

 

したがって  L�
�

�� � 21
!2

)
4
1(

!1

)
2
1(

11 xxx となり 

 

☞ x�1  の近似式は 

L��� � 2
8
1

2
111 xxx  となる！ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【問題２】 2
1

)1(1)( xxxf � �  の近似式をも求める． 

 

2
1

)1(1)( xxxf � �      1)01()0( 2
1

 � f  

 

2
11

2
1

)1(
2
1)1()1(

2
1)(

��
�� ��� c xxxf    

2
1)01(

2
1)0( 2

1

� �� c
�

f  

2
3

2
2

2
1

)1(
4
1)1()1(

2
1

2
1)(

���
�� ����u� cc xxxf  

4
1)01(

4
1)( 2

3

� �� cc
�

xf  

 

したがって  L�
�

�
�

� � 21
!2

)
4
1(

!1

)
2
1(

11 xxx   となり 

 

☞ x�1  の近似式は 

L��� � 2
8
1

2
111 xxx  となる！ 
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☞ 超重要   アインシュタインの相対性理論 

 

2
0

1 ¸
¹

·
¨
©

§�

 

c
v

mm  … ① 

 

この式は アインシュタインの相対性理論 の中で動いている

物体の質量を求める式である． 

 

式の関係より速さが速いほど質量 ｍ が大きくなることが分か

る． 

 

速度が大きくなるほど質量が大きくなるということは、エネルギ

ーと質量が同じ種類の量であるということを示している． 

 

いま，この関係を計算により導けば次のようになる． 

 

2

2
0

0
2
1

c

vm
mm �#  ･･･ ② 

 

2
02

1 vm  は速度 v  で運動する物体のもっている運動エネル

ギーであるから、これを W  で示せば， 
 

  
20

c
Wmm �#  ･･･ ③ 

 

したがって， 

 

  20
c
Wmmm #' �  … ④ 

 

となる． 

 

☞ 質量を エネルギー単位 で表せば ④式 より 

  

22
2
1 mcmvW '   ・・・ ⑤ 

 

アインシュタインの式 が導かれる． 

 

 

 

 

 

 

 

マクローリン展開の応用 

 

ここで ①式  
2

0

1 ¸
¹

·
¨
©

§�

 

c
v

mm  は  

⑤式  22
2
1 mcmv    

 

を導く途中の式であるが、ここでも マクローリン展開 を利用す

れば途中の計算が近似式で求めることができる。 

① 式中の 
2

¸
¹
·

¨
©
§

c
v
 を x  とおいて、 

x�1
1
 を � � 2

1
1 �� x として、マクローリン展開すれば 

 

問題２ と同じ解法で 

2
1

)1(
1
1)(

�
� 

�
 x

x
xf     1

1
1)01()0( 2

1

  � 
�

f  

2
3

2
2

2
1

)1(
2
1)1()1(

2
1)(

���
� ���� c xxxf    

2
1)01(

2
1)0( 2

3

 � c
�

f  

したがって  L�� 
�

x
x !1

)
2
1(

1
1
1

  となり 

x�1
1
 の近似式は Lx

x 2
11

1
1

�#
�

 となる． 

 

ここで ①式 に戻り 

»
»
¼

º

«
«
¬

ª
¸
¹
·

¨
©
§�#

¸
¹
·

¨
©
§�

� 

¸
¹
·

¨
©
§�

 
2

0202
0

2
11

1

1

1
c
vm

c
v

m

c
v

mm  

2

2
0

02

2
0

02

2
0

0

2

0
2
1

2
2
2

22
11

c

vm
m

c

vm

m
c
vmm

c
vmm � � � 
»
»
¼

º

«
«
¬

ª
¸
¹
·

¨
©
§�#

となり、 
2

2
0

0
2
1

c

vm
mm �#  が導かれる． 
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４． フーリエ変換とその性質 

 

４－１． フーリエ変換とは 

 周期性という制約を取り払い、一般的な関数にフーリエ級数を

拡張したもの。 

   ³
f

f�

� dxexfF xiZZ )()(  ： ｆ（ｘ）のフーリエ変換 

   ³
f

f�
 ZZ
S

Z deFxf xi)(
2
1)(  ： F(ω)の逆フーリエ変換 

  

これらを角周波数ω[rad/cm]ではなく、空間周波数

u[cycles/cm]で表すと、ω＝２πuであるから 

      ³
f

f�

� dxexfuF uxi S2)()(  

      dueuFxf uxi³
f

f�
 S2)()(  

となる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

４－２． パーシバル（パーセバル）の定理 

「関数の2乗はパワー（エネルギー）に関係し、トータルのパワ

ーは空間領域でも、周波数領域で求めても同じである。」 

 

 関数 ｆ（ｘ） のフーリエ変換F（ω） は、複素数となる。 

 F(ω)の共役複素数をF＊（ω）とすれば、 

 

³³
f

f�

f

f�
 ZZZ
S

ZZ
S

dFFdF )()(
2
1)(

2
1 *

2
 

            dxdexfF xi ZZ
S

Z³³
f

f�

f

f�
 )()(

2
1

 

            dxxfdeF xi )(])(
2
1[³ ³

f

f�

f

f�
 ZZ

S
Z  

            dxxf³
f

f�
 2)(  

 

 より、「パーシバルの定理」が得られる。 

 

   ³³
f

f�

f

f�
 ZZ
S

dFdxxf 22 )(
2
1)(  

    

2)(ZF  ⇒ パワースペクトル 

４－３． 畳み込み積分 

 2 つの関数 ｆ（ｘ） と ｇ（ｘ） が与えられたとき、この関数同士の積

分を「畳み込み積分」といい、ｆ（ｘ）＊ｇ（ｘ）と表す。 

   WWW dxgfxgxf )()()(*)( � ³
f

f�
 

いま、関数 ｆ（ｘ） のフーリエ変換 F(ω) を F(ω)＝Ғ[ f(x) ]で表す

と 

   > @ dxedxgfxgxfF xiZWWW �
f

f�³ � ])()([)(*)(  

             dxexgdef xii )()()( WZZW WWW ��
f

f�

f

f�

� ³³ �  

             dxexgdef xii ³³
f

f�

��
f

f�
 ZZW WW )()(  

             )()( ZZ GF  

結局 

 

  > @ )()()(*)( ZZ GFxgxfF   

 

となり、「畳み込み積分のフーリエ変換は、それぞれの関数のフー

リエ変換の積で表される」ことを意味し、画像処理では空間領域で

畳み込み演算が行われるが、同じ画像処理が空間周波数領域では

単純な積で行えることを示している。 

 

【重畳積分定理】 

 これはフーリエ解析でもっとも広く応用されている定理である．放

射線画像の解析でMTFを使うと便利な点がたくさんある．その中で

最も便利な点が子の定理に由来している． 

 

 二つの関数 )(),( 21 xAxA があるとき 

   ³
f

f�
��{ dXXxAXAxAxA )()()(*)( 2121  

の「関数同士の積の形」の積分を )(1 xA と )(2 xA の重畳積分

（convolution integral）といい，左辺のような記号で表す． 
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 図（a）のように，A1(x)と A2(x)があったとする．ｘ＝０で A2(x)がピ

ークになっていて，高さを１とする． 

まず，図（ｂ）に示すように，一つの点XでのA1(x)の値はA1（X）

である．つぎにA2(x)をプラス側にXだけずらすとA2(x-X)となり，

ピークがｘ＝Xの点にくる． 

このピーク値が A1(X)になるように A2 の曲線全体を縦に引き

伸ばすと点線のようになる．この点線はA1(X)A2(x-X)で表される． 

縦の棒 A1(X)が，ｘ＝X の所以外，近隣にまで影響を及ぼす場

合には，この縦の棒が点線のように拡がる．一般には，X から遠

い点ほどその影響が少ない． 

ｘ＝ｘ０でのこの影響の大きさは， 

 

  )()( 021 XxAXA �  

 

である．図（ｃ）に示すように，X を左端から右端まで動かし多くの

点線を作り，この点線のｘ０での値を加え合わせると，ｘ＝ｘ０で受

けた影響の総和A(x0)が求まる． 

 いま，X が連続変数であるから 和が積分³ dx に変わっ

て， 

   dXXxAXAxAxA xx ³
f

f�
 � )()()](*)([ 02121 0

 

 

と書ける．点ｘ０を左端から右端まで変えて，この積分を何回も計

算すると新しい関数 

    

)(*)( 21 xAxA  

 

ができる．これが重畳積分の意味である． 

結果的に赤線のようにもとの関数よりも拡がる． 

 

☞ 二つの関数の重畳積分のフーリエ変換は，それぞれの関数

の積である． 

 

  とくにA2(x)がδ（デルタ）関数のとき，重畳積分は 

 

   )()()( 11 xAdXXxXA  �³
f

f�
G  

 

となりA1(x)そのものに戻る． 

 

 （ｂ）の縦の棒A1(X)は )()(1 XxXA �G  を表すと考える． 

)( Xx �G の代わりに A2(x-X)となれば，元の関数が「ボケる」の

である． 

 

 放射線画像では、この ボケ関数 A2(x-X) のフーリエ変換が，

いわゆる レスポンス関数 で，その絶対値が MTF となる． 

 

 

問題6 CTやMRIの画像処理で行われる「畳込み（convolution）」とは 

  
³ � 


t
dftfftf

0
2121 )()()()( WWWW

 のように， 

関数どうしの積分いう． 

 

計算例では 

 

³ ³ � � 
t t

dtdtt
0 0

3222 )()(* WWWWWWW  

       444

0

43
12
1

4
1

3
1

4
1

3
1 tttt

t
 � »¼

º
«¬
ª � WW  

となる． 

 

 

問題１． 

例題に習い Wd
t

111*1
0³ �   の畳込み積分を実行せよ．  

 

   > @ td tt
  � ³ 00

111*1 WW  

☞ xdx  ³ より 

 

1． -1    2． 1    3． 2    4． ｔ    5． ｔ2 
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)3,3()4,3()2,3()3,3()1,3()2,3(
)3,2()4,2()2,2()3,2()1,2()2,2(

)3,1()4,1()2,1()3,1()1,1()2,1()3,2(

)3,3()3,3()2,3()2,3()1,3()1,3(
)3,2()3,2()2,2()2,2()1,2()1,2(

)3,1()3,1()2,1()2,1()1,1()1,1()2,2(

gfgfgf
gfgfgf

gfgfgfh

gfgfgf
gfgfgf

gfgfgfh

���
���

�� 

���
���

�� 

【 畳み込み演算（コンボリューション） 】 

 たたみ込みは、画像処理をするとき最も頻繁に用いられる計算

の一つである。数学的には、元の関数と畳み込む関数との積の積

分で表されるが、デジタル信号においては、掛け算と足し算で用

意に表現することができる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 一次元信号に対する畳み込みの例を 図 ３ に示す。この例では、

関数 ｆ に 関数 ｇ を畳み込み、その結果を f ＊ g として表して

いる。 b’, c’と進むに連れて、関数 ｇ が１つずつずれて掛け算

が行われていることがわかる。関数 f において両端の ａ と ｇ 

については、関数 g をずらしていった際にそれぞれ ｘ と ｚ が関

数 f の範囲から外れてしまうため、計算結果の ａ‘ と ｇ’ は強

制的に出力画素値を ０ とするか、または、適切に処理方法を定

義して適当な値を設定している。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

畳み込みを二次元に拡張して画像処理に適用することは容易で

あり、その例を図 ４ に示す。ここで原画像を ａ 、畳み込む信号

を ｂ とするとき、その結果は c となる。ここでの計算は例に示す

ように、一次元の信号における計算を二次元に拡張したものであ

る。計算も同様に掛け算と足し算で実行され、また、 

ｃ においてメッシュで表した周辺領域の画素値は ０ とするなど

の処置を行う。 

 畳み込む信号 b の分布を変更することにより、同じ畳み込みの演

算でもさまざまな計算結果を得ることができる。 

 画像処理においては、画像の平滑化、微分、2 階微分などが同種の

計算で可能となる。 

 

【 フーリエ変換と畳み込み演算  】 

２つの信号である関数 ｆ と関数 ｇ のフーリエ変換後のスペクトル

をそれぞれ関数Fと関数Gと表すと、関数 ｆ と関数 ｇ の畳み込み f 

＊ g をフーリエ変換した結果は、関数Fと関数G の単純な積で表さ

れることが数学的に証明されている。 

 これは、空間領域における畳み込み演算は、周波数領域では単な

る積で実現されることを示している。 

 

４－４． フーリエ変換の応用 P37 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

１） 方形パルスのフーリエ変換 

    

d
ddcF

Z
ZZZ )sin()(sin)(    

 

２） デルタ関数のフーリエ変換 

 

      1)()( 0    ��
f

f�³
ZZGZ ixi edxexF  

 

３） 線形システム応答 

 図のようなシステムの入力 ｆ（ｘ） と出力 ｇ（ｘ） を考えるとき、そ

の関係は、 

     )]([)( xfLxg   

で表される。 記号 L は 演算子 である。 
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「線形システム」の成立条件 

加法性 

 )(1 xf に対する出力を )(1 xg 、 )(2 xf に対する出力を )(2 xg と

して、 21,aa を任意の定数とするとき次式が成立すれば、システ

ムは加法性を持つといわれる。 

 

   )()()]()([ 22112211 xgaxgaxfaxfaL � �  

 

定在性 

 1x を任意の定数とするとき、次の関係が成立すればシステム

は定在性をもつといわれる。 

 

   )()]([ 11 xxgxxfL � �  

 

＊線形システムの入力 )(xf に対する出力 )(xg は、入力とイン

パルス応答の畳み込み積分で表される。 

 

５． 二次元デジタル画像の離散フーリエ変換 

「フーリエ変換」とは，２次元平面の濃淡情報（画像）を”正弦波の

周波数領域”に変換することをいいます．また，周波数領域に「逆

フーリエ変換」を行うと”元の画像”となります． 

 

画像 → フーリエ変換 → 正弦波周波数 

画像 ← フーリエ逆変換 ← 正弦波周波数 

 

デジタル画像は2次元画素の配列 f(x,y)またはf( i , j ) なので，

フーリエ変換は2次元の計算（x方向とy方向の1次元フーリエ変

換を2回）を行う． ＊面積積分 

最初，各行(列)が処理され，その後，各列(行)が処理される． 

その結果，複素数値F(u,v)の2次元行列が得られる． 

  

⇒(u,v)は(x,y)方向の周波数変数である． 

 

複素数値 F(u,v) の実数部 R(u,v) と虚数部 I(u,v) は，振幅が

),( vuF ，位相が )}],(/),({tan[ 1
),( vuRvuIvu

� T  の正弦波を，

位相が０の余弦波と正弦波に分割したときの，それぞれの振幅を

表している．物理的には，画像に含まれる周波数成分(u,v)におけ

る正弦波の振幅と位相が F(u,v)の絶対値と偏角で与えられている

ことを意味している． 

 

 

 

 

 

 

 

 

【 一次元フーリエ変換 】 

 

ｘ方向(のフーリエ変換 

  ³
f

f�

�  dxexfuFxfF uxj S2)()()}({  ：複素数 

  )()()()()( ujeuFujIuRuF I �  

 )()()( 22 uIuRuF �  ： )(xf のフーリエスペクトル 

 )](/)([tan)( 1 uRuIu � I  ：位相 

 
2)(uF ： )(xf のパワースペクトル 

 

 F(u) ⇒ f(ｘ) フーリエ逆変換は 

  ³
f

f�

�   dueuFxfuFF uxj S
S

21 )(
2
1)()}({  ：実数 

 

 

【 二次元フーリエ変換 】 

 

x，y方向でのフーリエ変換：面積積分 

  ³ ³
f

f�

��  dxdyeyxfvuFyxfF vyuxj )(2),(),()},({ S
 

³ ³
f

f�

��   dudvevuFyxfvuFF vyuxj )(2
2

1 ),(
4

1),()},({ S

S
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


